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Dimensionsreduktion
Reale Daten sind häufig sehr hochdimensional (z.B.
Genomsequenzen, Bilder, etc.). Der Einsatz von Lernalgorithmen wird
dadurch deutlich erschwert, außerdem können hochdimensionale
Daten nicht visualisiert werden. Man versucht daher, die Anzahl der
Variablen im Lernproblem zu reduzieren (Dimensionsreduktion).

Es gibt 2 grundsätzliche Vorgehensweisen:

Merkmalsselektion: es wird eine Untergruppe aus der
Gesamtheit aller Variablen anhand bestimmter Kriterien
ausgewählt, z.B. Rekonstruktionsfehler, Informationszuwachs
etc.

Merkmalsextraktion: es werden wenige neue Variablen
(Merkmale) aus der Gesamtheit berechnet, die die für das
Lernproblem relevante Information möglichst gut
repräsentieren.
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Beispiel für hochdimensionale Daten: MNIST

MNIST Handwritten Digits

Row	Names Digit Pixel_1 Pixel_2 Pixel_3 Pixel_4 Pixel_5 Pixel_256
Sample16 0 0 0 0 0 1 0
Sample78 8 0 1 1 1 1 0
Sample79 3 1 1 1 1 1 … 0
Sample80 2 0 0 0 1 1 1
Sample81 1 0 0 0 0 0 0
Sample82 2 0 0 0 0 1 1
Sample83 4 0 0 0 0 1 1

28*28 = 784 features 

60’000 
cases
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Beispiel für hochdimensionale Daten:
Genexpressionsmuster in Microarrays

Geneexpression: Cancer Mircro Arrays 

Patient Cancer	Type Gene 1 Gene 2 Gene 3 Gene 30000
1 Cancer	I 3.5 1.4 0.2 54

2 Cancer	II 3 1.4 0.2
…

3.3

3 Cancer	I 3.2 1.6 0.5
…

45

4 Cancer	II 3.5 1.4 0.2
…

44

… … … … …
…

…
100 Cancer	II 3 1.4 0.2 65.0

~30’000 Features

~100 
Chips
Patients

Breast Cancer Type I Breast Cancer Type II
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Wie findet man Fehler in 30.000 Dimensionen?

Use cases for visualization of high-dim data

• Example: Gene-expression 30’000 Variables, 45 Patients
• Is all correct?
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Visualisierung durch Dimensionsreduktion

Beispiel: nur die zwei ”wichtigsten” Dimensionen werden visualisiert.
”Wichtig” heißt hier: Dimensionen, in denen die Daten möglichst
breit streuen (d.h. hohe Varianz haben), so dass ihre internen
Strukturen sichtbar werden.

Use cases for dimension reduction

• Example: Gene-expression 30’000 Variables, 45 Patients
• Is all correct?
• PCA
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Wiederholung: eindimensionale Korrelation und Kovarianz
Korrelation zweier Variablen x und y:

Cxy = E [xy] =
∑
xi∈X

∑
yj∈Y

xy p(x, y)

Wenn x und y voneinander statistisch abhängig sind, dann sind
sie o� gleichzeitig positiv oder gleichzeitig negativ (sie
kovariieren). Somit ist ihr Produkt o� groß und damit auch
ihre Korrelation.
Die Korrelation ist umso höher, je größer die Mi�elwerte der
Variablen sind, unabhängig davon, ob sie zusätzlich kovariieren
oder nicht.
Ein besseres Maß für die statistische Abhängigkeit ist daher die
Kovarianz von x und y:

σxy = E [(x − µx)(y− µy)] =
∑
xi∈X

∑
yj∈Y

(x − µx)(y− µy) p(x, y).
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Kovarianzmatrix
Die Kovarianzmatrix Σ besteht aus den paarweisen Kovarianzen σij
jeder Variablen xi mit allen anderen xj (incl. xi selbst)

Σ =
(
σij
)

=

σ11 σ12 · · ·
σ21 σ22 · · ·

...
...

. . .

 =

σ21 σ12 · · ·
σ21 σ22 · · ·

...
...

. . .


Die Kovarianzmatrix ist symmetrisch, d.h. es gilt Σij = Σji. Die
Diagonalelemente σii = σ2i sind die Varianzen der einzelnen xi.

Ordnen wir die Variablen xi in Merkmalsvektoren x mit Mi�elwert
µx, so lässt sich Σ als Erwartungswert des äußeren Produkts
berechnen:

Σij = E [(xi − µi)(xj − µj)] ⇒ Σ = E [(x− µx)(x− µx)>]

Σ beschreibt die Form und Orientierung der Daten im
Merkmalsraum.
Demo: h�ps://www.jgoertler.com/visual-exploration-gaussian-processes/
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2D-Beispiele für Kovarianzmatrizen

(
σ2 0
0 σ2

)
Fall 1: Diagonalelemente
gleich, nichtdiagonale
Elemente sind 0.

Varianz ist in alle
Richtungen gleich.

Daten sind isotrop
verteilt.

beide Variablen sind
unkorreliert.

(
σ2
1 0
0 σ2

2

)
Fall 2: Diagonalelemente
ungleich, nichtdiagonale
Elemente sind 0.

Daten sind in einer
Ellipse verteilt, die an
den Achsen
ausgerichtet ist.

beide Variablen sind
immer noch
unkorreliert.

(
σ2
1 σ12

σ21 σ2
2

)
Fall 3: Alle Einträge von Σ
sind ungleich 0, σ12 = σ21.

Verteilung der Daten
folgt beliebig
ausgerichtete
Ellipsen.

beide Variablen sind
korreliert.
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Varianz entlang einer Raumrichtung

Gesucht ist die Varianz entlang einer Raumrichtung. Eine beliebige
Richtung im Rd wird durch einen Einheitsvektor q dargestellt, auf den die
Datenpunkte x nach Abzug des Mi�elwertes µx projiziert werden:

a = (x− µx)>q = q>(x− µx) mit ‖q‖ =
√
q>q = 1

Varianz in Richtung q:

σ2(q) = E [a2]
= E [(q>(x− µx))((x− µx)>q)]

= q>E [((x− µx))((x− µx)>]q
= q>Σq

Die Varianzen entlang aller Raumrichtungen haben i.A. jeweils Paare von
Maxima und Paare von Minima, die senkrecht aufeinander stehen.
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Hauptkomponentenanalyse (PCA)
In der Hauptkomponentenanalyse
(engl. Principal Component Analysis,
PCA) wird nach Richtungen in den
Daten gesucht, entlang derer die
Daten extremale (d.h. maximale oder
minimale) Varianz haben.

Anwendung: Dimensionsreduktion
durch Weglassen der Richtungen mit
der kleinsten Varianz.

Annahme: die Daten seien zentriert,
d.h. der Schwerpunkt

µx =
1
n

∑
i

xi

liegt am Ursprung.
15 / 49



Hauptkomponentenanalyse als RotationIntuitive Definition of the PCA as a rotation

• Definition:
Rotate your coordinate system so that 
the data has the highest variance in 
the first component, the second 
highest in the second component …

• Example Here the variance for the 
first component is maximal for a 
rotation of -0.30 rad or about -18 
degree. Since we are in 2d the 
problem is already defined.

• Q: Is this always possible? 
• A: Yes it is (linear algebra next slide)
• Q: It must be quite complicated to find 

the rotation.
• A: No! Linear algebra is so beautiful--

one just has to diagonalize the 
covariance matrix.
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Das Koordinatensystem wird so
rotiert, dass die Daten die größte
Varianz entlang der ersten
Koordinatenachse haben, die
zweithöchste Varianz entlang der
zweiten Achse usw.

Im Beispiel ist die Varianz maximal
bei einer Rotation um ca. -18◦. Da die
Daten zweidimensional sind, ist damit
die Gesamtrotation festgelegt.
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PCA als Optimierungsproblem
Wie vorhin gezeigt, ist die Varianz entlang einer Raumrichtung q
durch σ2(q) = q>Σq gegeben. Die PCA ist also durch ein
Optimierungsproblem definiert:

maximiere σ2(q), q ∈ Ω,

oder, äquivalent, über ein Minimierungsproblem (jedes
Maximierungsproblem kann durch Umkehrung des Vorzeichens
f (q) = −σ2(q) in ein Minimierungsproblem umgewandelt werden):

minimiere f (q), q ∈ Ω.

f (q) nennt man die Zielfunktion des Optimierungsproblems, Ω den
zulässigen Bereich des Problems, d.h. die Menge, die man zur
Optimierung durchsuchen muss (in unserem Fall die Menge aller
Raumrichtungen).

17 / 49



Optimierung unter Nebenbedingungen

O� wird der zulässige Bereich implizit durch Gleichheits- und/oder
Ungleichheitsbedingungen beschrieben. In einem solchen Fall spricht
man von einem

Optimierungsproblem unter Nebenbedingungen

minimiere f (q), q ∈ Ω

unter den Nebenbedingungen:

gi(q) ≤ 0, i = 1 . . . k (Ungleichheitsbedingungen)

hi(q) = 0, i = 1 . . .m (Gleichheitsbedingungen)

Durch die Funktionen gi(q) und hi(q) wir die Wahl von q auf die
Bereiche von Ω eingeschränkt, in denen die Gleichheits- und
Ungleichheitsbedingungen erfüllt sind.
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Welches ist der zulässige Bereich für die PCA?
Lässt man für unser Problem

minimiere − q>Σq, q ∈ Ω

Ω = Rn zu, dann gibt es keine eindeutige endliche Lösung. Wir müssen also
den zulässigen Bereich durch Nebenbedingungen einschränken. Vorhin
wurde festgelegt, dass eine Raumrichtung durch einen Einheitsvektor
dargestellt werden soll, d.h. ‖q‖ =

√
q>q = 1 oder einfacher q>q = 1.

Somit haben wir eine Gleichheitsbedingung, die überhaupt erst eine
endliche Lösung ermöglicht:

PCA-Optimierungsproblem

minimiere − q>Σq, q ∈ Rn

unter der Nebenbedingung

h(q) = q>q− 1 = 0.
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Wiederholung: Minima ohne Nebenbedingungen

Satz (Fermat)

Sei f di�erenzierbar.
Eine notwendige Be-
dingung für ein Mini-
mum an der Stelle q∗
ist

∇qf (q∗) = 0.

Das Minimum läßt sich z.B.
durch Lösen der Gleichung
∇qf (q) = 0 finden.

Diese Methode funktioniert nicht unter Nebenbedingungen, da der
zulässige Bereich eingeschränkt ist.
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Wie findet man Minima unter Gleichheitsbedingungen?

Allgemein definiert man die Lagrangefunktion L mit den Lagrange-
Multiplikatoren βi als

L(q,β) = f (q) +

m∑
i=1

βihi(q).

Satz (Lagrange)

Notwendige Bedingung für ein Minimum unter den Nebenbe-
dingungen hi(q) = 0:

1 ∇βL(q,β) = 0 (entspricht hi(q) = 0)
2 ∇qL(q,β) = 0

Die Optimierung von f unter Nebenbedingungen wird also durch
eine Optimierung von L(q,β) ohne Nebenbedingungen ersetzt.
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Anwendung auf die Hauptkomponentenanalyse
Lagrangefunktion der PCA:

L(q, β) = −q>Σq + β(q>q− 1).

Ableitung nach q:

∇qL(q, β) = −2Σq + 2βq

Nach dem Satz von Lagrange muss am Minimum

∇qL(q, β) = −Σq + βq = 0

sein, d.h. wir erhalten eine Eigenwertgleichung :

Σq = βq

Die Eigenvektoren der Kovarianzmatrix sind also die Richtungen
extremaler Varianz!
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Hauptkomponenten

Die Kovarianzmatrix ist symmetrisch. Aus der linearen Algebra
wissen wir, dass die Eigenwertgleichung dann immer eine
Lösung hat und die Eigenvektoren zueinander orthogonal sind.

Insbesondere ist Σ orthogonal diagonalisierbar, d.h. es gibt
eine orthogonale Transformation Q, so dass

Σ = Q>Σ′Q = Q>

β1 0 · · ·
0 β2 · · ·
...

...
. . .

Q.

Q ist in unserem Fall eine Rotationsmatrix, also genau die vorhin
gesuchte PCA-Rotation. Ihre Spalten sind die Eigenvektoren qi
(normiert auf Betrag 1), die eine neue Orthonormalbasis im Rn

bilden, in der die Kovarianzmatrix Σ′ diagonal ist. Diese neuen
normierten Basisvektoren heißen Hauptkomponenten.
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Neue Variablen: Principal Component Scores

PCA for dimension reduction

• Situation: We now have a rotation into a new coordinate system. 

• No data is lost in that transformation. The first component explains most of 
the variance, the second the second most,…. All components explains the 
whole variance. 

• Now take only a few components and hope that data is explained by them.
• How good is the approximation? A measure is the explained variance.

PCA (rotation) C is diagonal!

Nach der Rotation sind die Koordinatenachsen entlang der
Richtungen extremaler Varianz ausgerichtet. Die Projektionen eines
Datenpunktes auf die qi

ai = q>i x = x>qi

sind die neuen Variablenwerte (engl. Scores) in der Hauptkom-
ponentenbasis.
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Kovarianzstruktur der neuen Variablen

Varianz der neuen Variablen:

σ2i′ = E [a2i ] = σ2(qi) = q>i Σ′qi = βi.

Die Eigenwerte βi von Σ sind also die Varianzen σ2i′ der Scores ai. Da
Varianzen immer größer oder gleich 0 sind, gilt βi ≥ 0, d.h. Σ ist
positiv semidefinit.

Die transformierte Kovarianzmatrix Σ′ ist diagonal. Somit gilt für die
Kovarianz zwischen ai und aj

σi′j′ = Σ′ij = 0 für i 6= j.

Die neuen Variablen sind somit untereinander unkorreliert.
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2D-Beispiel: a1 bzw. Projektion auf 1. Hauptkomponente

[Hastie et al., 2001]
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2D-Beispiel: a1 und a2

[Haykin 99]
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3D-Beispiel: 1. und 2. Hauptkomponente

[Haykin 99]
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Dimensionsreduktion mit Hauptkomponenten
Prinzip: Zur Dimensionsreduktion werden die Hauptkomponenten nach
ihrer Varianz absteigend geordnet. Es werden nur die ` Hauptkomponenten
mit der größten Varianz beibehalten, Hauptkomponenten kleinerer Varianz
werden verworfen.

Codierungsschri�: die Daten werden in den Unterraum der ` größten
Varianzen projiziert

x −→ ai = q>i x, i = 1 . . . `

Decodierungsschri�: Rekonstruktion aus den Projektionen

x̂ =
∑̀
i=1

aiqi

[Haykin 99]
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Die PCA-Rekonstruktion ist optimal
Von allen Orthonormalbasen eines `-dimensionalen Unterraums ist die
PCA-Basis optimal im Sinne, dass sie den mi�leren quadratischen
Rekonstruktionsfehler minimiert. Wenn wir alle Hauptkomponenten
behalten, ist die Rekonstruktion exakt:

x =

n∑
i=1

aiqi,

bei ` < n Komponenten ist sie nur eine Näherung:

x̂ =
∑̀
i=1

aiqi.

Mi�lerer quadratischer Fehler:

E [‖x− x̂‖2] = E [

∥∥∥∥∥
n∑

i=`+1

aiqi

∥∥∥∥∥
2

] =

n∑
i=`+1

E [a2i ] =

n∑
i=`+1

σ2
i′

Der Fehler jeder anderen Variablenkombination wäre größer!
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Wieviele Hauptkomponenten braucht man?
Gesamtvarianz (ändert sich nicht bei Rotation):

σ2ges =

n∑
i=1

σ2(xi) =

n∑
i=1

σ2(ai) =

n∑
i=1

βi

Faustregel: ca. 80 % der Gesamtvarianz sollten durch die ersten `
Hauptkomponenten erklärt werden.

  
Vtotal = var( X j )

j=1

p

∑ = var(Z j )
j=1

p

∑ = λ j
j=1

p

∑

  

Gütekriterium der Approximation 
durch die ersten k Hauptkomponenten:

  Pk =
var(Z j )

j=1

k

∑
Vtotal

∈ 0,1⎡⎣ ⎤⎦

The total variance can be calculated as:
(the total variance is preserved under rotation)

Rule of thumb: ~80% of Vtotal should be explained by the first k PCs

How many PCs do we need? First criterion

22

Gütekriterium der Approximation
durch die ersten `
Hauptkomponenten:

Pk =

∑`
i=1 σ

2(ai)
σ2ges

(erklärte Varianz)
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Erklärte VarianzExplained Variance definition and Example
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84.40469, 0.17331<Variance:

Explained variance percentage of total
96%=4.40 / (4.40+0.17), 4%.

First component already
explains data to a great deal.
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- 3

- 2

- 1

1

2

3
Gene 2

The Meassured Values HNormalized to zero meanL

Variance Sum of squares of all “   “:

Explained variance:
74%, 26%.

Variance:
4.14257, 1.43543

First component alone might 
not be sufficient to explain the data.

Example Data Set 1 Example Data Set 2
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Beispiel: handgeschriebene Zi�ern

[Haykin 99]
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Erste 2 Hauptkomponenten der 3

[Haykin 99]
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Beispiel: Gesichter

Plotting High Dim Data 
48x48=2304D
to 2D

PC1

PC2
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Hauptkomponentenanalyse bei 3 Clustern

1. Hauptkomponente 2. Hauptkomponente
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Clusteranalyse
Situation:
Die Daten werden in einem Merkmalsraum
repräsentiert, ihrer Ähnlichkeit entspricht die
Distanz im Merkmalsraum.

[Wikipedia]

Clusteranalyse:
geg. eine Objektmenge, ordne die Objekte in Gruppen von zueinander
ähnlichen Mengen (Cluster), so dass Punkte im selben Cluster
ähnlich sind, Punkte in verschiedenen Clustern weniger ähnlich.

Die Clusteranalyse braucht ein Ähnlichkeits- oder Distanzmaß.

Sie gehört zu den unüberwachten Lernverfahren, da die Daten
dafür nicht gelabelt werden müssen.
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Clusteranalyse ist nicht immer eindeutigNotion of a Cluster can be Ambiguous

How many clusters?

Four ClustersTwo Clusters

Six Clusters

33
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Ähnlichkeitsmaße und Gruppenbildung
Je nach Art der Variablen, die die Objekte beschreiben, braucht man
unterschiedliche Ähnlichkeitsmaße:

Binäre Variablen (nur zwei mögliche Werte): z.B. Jaccard-Koe�izient

Nominale oder ordinale Variablen (mehrere diskrete Werte): z.B.
Chi-�adrat-Koe�izient, Phi-Koe�izient

Metrische Variablen (kontinuierliche Wertebereiche): z.B. euklidische
Distanz, Korrelation, Kovarianz, Korrelationskoe�izient

Man unterscheidet drei Formen der Gruppenbildung:

Nichtüberlappend: Objekt kann nur in einem Cluster sein.

Überlappend: ein Objekt kann in mehreren Clustern

Fuzzy: jedes Objekt gehört einem Cluster mit einem bestimmten Grad
des Zutre�ens an.
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Partitionierende und hierarchische Clusterverfahren

Partitionierende Clusterverfahren:

nichtüberlappende Gruppenbildung,
Anzahl der Cluster wird festgelegt, die
Partitionsgrenzen werden gelernt.

Hierarchische Clusterverfahren:

überlappende Gruppenbildung, fassen die
Objekte hierarchisch zusammen,
ausgehend von Einzelobejekten
(agglomerativ, bo�om up) oder von der
Gesamtmenge (divisiv, top down).

Types of Clustering

• Important distinction between 
hierarchical and partitional sets of 
clusters 

• Partitional Clustering
• A division data objects into non-

overlapping subsets (clusters) such 
that each data object is in exactly one 
subset

• Two methods
• k-means (needs data matrix X)
• K-medoids (needs distances only)

• Hierarchical clustering
• A set of nested clusters organized as a 

hierarchical tree 
• Needs distances only
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Datenreduktion durch Clustern
Durch Clustern kann eine große Menge von Daten durch eine
kleinere Menge von Repräsentanten dargestellt werden. Dies
erleichtert das Training vieler Lernalgorithmen, deren Laufzeit
stark mit der Datenmenge ansteigt.

Clustern kann auch zur Merkmalsextraktion benutzt werden: die
durch einen Clusteralgorithmus gefundenen Cluster werden als
Codebuch verwendet, in das neue Eingangsdaten projiziert
werden. Die neuen Merkmale sind dann z.B. die Projektion oder
die Distanz zu den Clusterzentren, oder einfach eine binäre
Indikatorfunktion.

Ein einfacher, häufig eingesetzter Clusteralgorithmus ist
k-Means bzw. die Vektorquantisierung. Konvergiert beweisbar
immer, ist aber NP-hart.

Vorsicht: dieser Algorithmus funktioniert nur bei relativ niedrig-
dimensionalen Daten gut, evtl. muss vorher eine
Dimensionsreduktion erfolgen.
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k-Means (Vektorquantisierung)

1 Initialisierung: geg. sind die Datenpunkte xn, n = 1 . . .N , setze
K Clusterzentren (means) auf Zufallswerte µ

(0)
k

2 Zuweisungsschri�: Weise jeden Datenpunkt xn das
nächstliegende Clusterzentrum k̂n zu, d.h.

k̂n = argmink‖xn − µk‖2

mit der Indikatorvariable rkn = 1, falls k = k̂n, sonst rkn = 0.
3 Anpassungsschri�: Berechne eine neue Position für das

Clusterzentrum µk aus den zugewiesenen Datenpunkten

µk =

∑
n rknxn∑
n rkn

4 Wiederhole Zuweisungs- und Anpassungsschri�, bis sich die
Zuweisungen nicht mehr ändern.
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2D-Beispiel für k-Means

[McKay 2003]
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Was wird bei k-Means optimiert?
k-Means partitioniert die Datenpunkte so, dass die summierte Varianz
innerhalb jedes Clusters minimiert wird:

minimiereµk

K∑
k=1

∑
n rkn(xn − µk)

2∑
n rkn − 1

Leider kann der Algorithmus in lokalen Minima hängen bleiben, so dass ein
Au�inden des globalen Minimums nicht garantiert ist. Das Kriterium kann
dazu verwendet werden um die Anzahl der Cluster K festzulegen:

1 Algorithmus für unterschiedliche K
durchlaufen lassen.

2 Summierte Varianz innerhalb jedes
Clusters au�ragen.

3 K nach dem letzten großen Abfall
auswählen.

•   Run k-Means for several k - number of groups 

• Determine minimized sum of WCV

•   Plot minimized sum of WCV vs. number of groups (k)

•   Choose number of groups after the last big drop of 

How to choose the “best” number of clusters in K-means ?

sum(kmeans(dat, centers=k)$withinss)

44
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Problematische Fälle

[McKay 2003]
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Reale Daten: Iris-Datensatz

[Wikipedia]
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Probleme von k-Means
Ad-hoc-Merkmale

Die Anzahl der Cluster wird von vornherein festgelegt.

Wie soll man sich entscheiden, wenn mehrere Clusterungen
möglich sind?

Ist der Mi�elwert wirklich ein guter Repräsentant für einen
Cluster?

Gibt es bessere Distanzfunktionen?

Algorithmische Probleme
Nur die Distanz zählt, Größe des Clusters wird nicht
berücksichtigt.

Keine Repräsentation der Form eines Clusters

Harte Zuweisung: jeder Datenpunkt trägt nur zu einem Cluster
bei, jeder Punkt hat innerhalb seines Clusters das gleiche
Gewicht.
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