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Kondition des Nullstellenproblems

Storung: Wie grol} ist der
Fehler in der Eingabe?

D.h. fur das Nullstellenproblem

FO-fO)|<e

Kondition: Wie empfindlich ist
das Problem?

D.h. fur das Nullstellenproblem
X" — x| <7?

~ ~* _ ...
\ f(x ) - 0 / :.
. Nullstellenbestimmung R
* . ‘0
H T Hochschule Konstanz N ische Math ik
w Technik, Wirtschaft und Gestaltung umerischne viatnemati §1 /2

Prof. Dr. Georg Umlauf




Newton-Verfahren

Beispiel 1:
Kapital K wird auf m Monate verliehen mit monatlichen Rate 7.
» Wie hoch ist der Zinssatz p?

» Verwende x =1+ ——=1+ —.
12-100 1.200
» 0= ((((Kx—r)x—r)x—r) ...)x—r
) m mal ~

=0

(((Kx2 — X —7T)x —r) )x —r

& 0= (((Kx3—rx2—rx—r)x—r) ...)x—r
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Newton-Verfahren

-
Beispiel 1 (cont.): K = 50.000
m—1 r =1.200
: m = 48
< 0=Kx"—r z xt
=0 s 1.200 ~
m x™ -1 i !
< 0=Kx" —r
x—1
< 0=Kx"(x—1)—r(x"™-1)
S |0=Kx™t—(r+K)x™+7r
T
-
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Newton-Verfahren
Beispiel 1 (cont.):

fOx)=Kx™t—(r+K)x™+r
A) Wahl des Intervalls?
B) xo=1,01

Kx™ 1 —(r+K)xM+r
(m+1DKx"—m(r+K)x"1

D) Abbruch ...

C) Xip1 = x;

» p=1200-(x, —1)
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Newton-Verfahren

Beispiel 3: Gesucht ist die Losung zu

f e C?[0,1].
f hat NST in [0,1].

fist Zin [0,1].
fist ~in [0,1].

e * = x, dh. f(x) =x—e™*
lterationsvorschrift:  x,.; = x,, — x1"+_:_xn
A) Wahl des Intervalls?a =0,b=1 =
B)BNfO)=-1Lf()=1-->0 =
B2)f'(x)=14+e*>0Vx€e[0,1] =
B3)f'"(x)=—e*<0Vxe[01] =
1 2
B4) x1|x0=0 — E;x1|x0=1 = e <1 =

Startwerte ok.
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Newton-Verfahren

Beispiel 3 (cont):

a) Die Folge der lterierten xy, x4, x5, ... kOnvergiert gegen NST
fur einen beliebigen Startwert aus [0,1].

b) Fehlerabschatzung:

: — 1 e+1

m=min|ll+e™*|=14+-=—

[0,1] e e
M = max|—-e *| =1

[0,1]
= |x*_xn| < : |xn_xn—1 2

2(e+1)
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Newton-Verfahren

Beispiel Lagrange-Punkte: Punkte in der Nachbarschaft zweier

umeinander rotierender

a ® I )
. . 2 L
Massen, in denen sich
die Gravitations- und
Zentrifugalkrafte auf-
heben.
K?me Masse an L4,.., L. L.g Some / zl (o) \ :\;2
“ Mittlerer Abstand - L |
Erde "
r=1AU =~ 1,5 - 108km
® Massenverhaltnis
M2 \
a= ~3-107°
+ MZ \_ @ L5 Y.
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Beispiel Lagrange-Punkte (cont.): ...
Ly, L,, Ly: Vereinfachungen y =0, x =r(u+1— a), d.h. das
Problem ist 1-dimensional mit der einzigen Unbekannte u.
Li: asonne = Agrde + Azentrifugal - --
u?(Bu+3u?+ud) = a(-1-2u—u?+2u3 + u?)
x=r(l-— W), d.h. ca. 1,5 Mio km von der Erde entfernt

L;: asonne + Agrde = Qzentrifugal - --
u?(3u+3u? +ud) = a(+1 + 2u + u? + 2ud + u?)
x=r(l+ i/a_/B), d.h. ca. 1,5 Mio km von der Erde entfernt
Lj: ...
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Beispiel Lagrange-Punkte (cont.): ...

Ly, L,, Ly: Vereinfachungen y =0, x =r(u+1— a), d.h. das
Problem ist 1-dimensional mit der einzigen Unbekannte u.

Lqy: ...
Li:...
L3: asonne + Agrde = Azentrifugal -+
u?(Bu+3u? +ud—2) =a(—1-2u+2u? + 2ud + u?)

x~—-1r(1+ 1—52 @), d.h. etwas weiter von der Sonne entfernt als die Erde.

Ly, Ls: y # 0, d.h. das Problem ist 2-dimensional...
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Varianten des Newton-Verfahrens

Aufgabe: Finde eine Nullstelle X von Funktion f mit f(X) = 0.
“ Newton-Verfahren, aka Newton-Raphson-Verfahren:
® Voraussetzungen: geeigneter Startwert x, und f € C1.

® lterationsvorschrift furi = 0

=y — f(x;)
T ()’
¢ Konvergenzordnung 2, falls f €

CZ

H
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Verbesserte Konvergenzeigenschaften

gedampftes Newton-Verfahren, aka relaxiertes Newton-Verfahren
mehrfache Nullstellen

Quasi-Newton-Verfahren mit Approximation der Ableitung

Univariat: Sekanten-Verfahren, Muller-Verfahren, Sidi-Verfahren,
Steffensen-Verfahren

Hohere Konvergenzordnung
Univariat: Halley-V., Householder-V., Euler-Tschebyschew-V. (s.u.)
Multivariat, d.h. System von m Gleichungen in n Variablen
m = n: Multivariates Newton-Verfahren, Euler-Tschebyschew-V.
m > n: Gauld-Newton-Verfahren

Newton-Verfahren zur Bestimmung eines Extremums, aka
Optimierung, d.h. Nullstelle der Ableitung einer Funktion.
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Newton-Verfahren: mehrfache Nullstellen

“ Mehrfache Nullstellen (1)

® Voraussetzungen: geeigneter Startwert x,, f € C! und
Vielfachhheit der Nullstelle p.

® lterationsvorschrift furi = 0

f(x;)

Xi+1 = Xj — :uf,(x) .
l

¢ Konvergenzordnung 2, falls f € C?

H
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Newton-Verfahren: mehrfache Nullstellen

“ Mehrfache Nullstellen (2)

Ansatz: Wende das Newton-Verfahren an auf g(x) =
f(x)
fl(x)’
Voraussetzungen: geeigneter Startwert x, und f € C*.

denn g hat nur noch einfache Nullstellen.

lterationsvorschrift furi = 0

B g(x;)
g'(x;)
Konvergenzordnung 2, falls f € C3.

Xi+1 = X

Bemerkung: Vergleiche mit dem Halley-Verfahren.
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Quasi-Newton-Verfahren (univariat)

“ Sekanten-Verfahren: Falls die Tangente nicht verflgbar
Ist, ersetzte sie durch die Sekante.

° Voraussetzungen: zwei Startwerte x,, x; und f € C".

® lterationsvorschrift furi = 0

Xi+2 =
v f i) (41 —2;)
o f(xiv1) — f(x7)
_ Xif (Xip1) — Xipr f ()
- fxig1) — f(x)

* Konvergenzordnung (1 + \/E)/z
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Quasi-Newton-Verfahren (univariat)

“ Muller-Verfahren: Falls die Tangente nicht verfugbar ist,
verwende den Schnittpunkt einer Parabel p, die die
Funktion f an drei Punkten interpoliert, mit der x-Achse.

® Voraussetzungen: drei Startwerte x,, x,,x, und f € C°.

¢ lterationsvorschrift fur x; .5, i = 0,
in der Literatur...

¢ Konvergenzordnung 1,8393 ...

fxisn) g
fau g

\
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Quasi-Newton-Verfahren (univariat)

“ Sidi-Verfahren: Falls die Tangente nicht verfugbar ist,
ersetzte sie durch die Tangente eines Polynoms p; . (in

Newton-Form), das die Funktion f an k + 1 Punkten interpoliert.
® Voraussetzungen: k + 1 Startwerte x,, ..., x, und f € CV.

¢ lterationsvorschrift furi > 0 r
A
f(Xivi)
pg,k(xi+k)
¢ Konvergenzordnung v, fur f €
Ck+t ity = (1+5)/2,9, ~
1.839 ...,und lim y;, = 2.

k—oo

Xi+k+1 = Xi+k —

X Xitk+1 Xi+k

-
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Quasi-Newton-Verfahren (univariat)

“ Steffensen-Verfahren: Falls die Tangente nicht verfugbar
Ist, ersetzte sie durch Sekante in f(x) und f (x + h).

® Voraussetzungen: Schrittweite h, geeigneter Startwert x,,,
f'(%¥) € (-1,0)und f € C°.

® lterationsvorschrift furi = 0 - N
Yo = o — f(x) t
o l g(xi)'
fx+h)—f(x)
gx) = P ,
h = f(x).
¢ Konvergenzordnung 2

T . .
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Halley-Verfahren (hyperbolisch, rational)
|ldee: Approximiere die Funktion f durch eine Hyperbel,
die f in x von zweiter Ordnung beruhrt.
f(x)
VIF @I

Voraussetzungen: geeigneter Startwert x, und f € C*.

Ansatz: Wende das Newton-Verfahren an auf

lterationsvorschrift furi = 0
vy 2f () f (x;)
T2 ()2 = f ) f ()

Konvergenzordnung 3, falls f € C3.

ooooooooooooooooooo
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Halley-Verfahren (parabolisch, irrational)

|dee: Approximiere die Funktion f durch eine Parabel, die
f in x von zweiter Ordnung beruhrt

flx+h)=f)+f'(x)h+f"(x)h?/2 + 0(h?).
Voraussetzungen: geeigneter Startwert x, und f € C*.
lterationsvorschrift furi = 0

-1
o 2f (x;) 1+ 1 2f (x) f" (x;)
+1 — AL T — :
l C () \ f(x)?
Konvergenzordnung 3, falls f € C3.
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Newton-Verfahren: hohere Konvergenzordnung

“ Householder-Verfahren
® Ansatz: Wende das Newton-Verfahren an auf

a/pen|

° Voraussetzungen: geeigneter Startwert x, und f € C%.

¢ lterationsvorschrift furi = 0
1/ D(x;)
(1/H)@D(x)

® Konvergenzordnung d + 1, falls f € C¢*1.
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Multivariates Newton-Verfahren fur ein System F von n
nicht-linearen Gleichungen in n Variablen

Voraussetzungen: geeigneter Startwert x, € R", F mit
regularer Jacobi-Matrix Jz(-) := F'(:) und Inversen Jz1(").

lterationsvorschrift furi > 0
Xip1 = X — Jr () - F(x;)
bzw. |0se das lineare Gleichungssystem
Jr(x) (xip1 — %) = —F(xy).

" Hochschule Konstanz
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Euler-Tschebyschef-Verfahren fur ein System F von n
nicht-linearen Gleichungen in n Variablen

Ansatz: Nutze die abgebrochene Taylor-Entwicklung
zweiter Ordnung am Startwert x;.

Voraussetzungen: geeigneter Startwert xy, F € C?, F'(*)
Regularer, F''(-) leicht berechenbar.

lterationsvorschrift furi = 0
Lose F'(x;)s; = —F(x;) (aka Newton-Schritt)

Lose F'(x;)t; = —%F"(xl-)(si,sl-) (aka quadratische Korrektur)
Setze x;,1 = x; +5; + t;

Konvergenzordnung 3
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GauB-Newton-Verfahren fir System F(x) = y von m

nicht-linearen Gleichungen y € R™ in n Variablen x € R"
mitm >n

Ansatz: Lose das nicht-lineare Least-Squares-Problem
mit dem Newton-Verfahren.

Voraussetzungen: geeigneter Startwert x, € R", F mit
(m X n)-Jacobi-Matrix /() und Pseudo-Inverse J7 ().

lterationsvorschrift furi = 0
Xiv1 = x; + ] (x;) - F(xy).

T - nstanz i i
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NN-Verfahren fir System F(x) = y von m nicht-linearen
Gleichungen y € R™ in n Variablen x € R" mitm > n

Ansatz: Lose das nicht-lineare Least-Squares-Problem
mit einem Quasi-Newton-Verfahren.

Voraussetzungen: geeigneter Startwert x, € R", F mit
tbd

lterationsvorschrift fur i = 0 tbd
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Newton-Verfahren: univariate Optimierung

“ Optimierung, d.h. finde ein Extremum der univariaten
Funktion f.

® Ansatz: Finde Nullstelle der Ableitung /' mit dem Newton-
Verfahren, d.h. berechne Extremum der Taylor-Parabel.

® Voraussetzungen: geeigneter .
Startwert x, und f € CZ.

® lterationsvorschrift furi = 0
A CD
l1+1 A f”(xl) .
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Optimierung, d.h. finde ein Extremum der multivariaten
Funktion F: R" —» R.

Ansatz: Finde Nullstelle des Gradienten VF = (aF/axj)j

mit dem multivariaten Newton-Verfahren.

Voraussetzungen: geeigneter Startwert x, € R™ und F
mit der symmetrischen Hesse-Matrix

Hp(-) = (0F /0x;0xy)
lterationsvorschrift furi = 0
X1 = X; — Hg ' (x;) - VF (x;)
bzw. |0se das lineare Gleichungssystem
Hp (%) (xj41 — x;) = —VF(x;).

jk=1.n

ooooooooooooooooooo
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