Numerische Mathematik

84 Uberbestimmte lineare Gleichungssysteme

Prof. Dr. Georg Umlauf



Beispiel: Uberbestimmtes LGS

Beispiel (Tell 1):
“ Das Kdrpergewicht von Neugeborenen nimmt in den ersten
Wochen annahernd linear zu.
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Beispiel: Uberbestimmtes LGS

“ Gesucht ist eine Gerade g = ¢y + ¢4 t, die diesen
Wachstumsprozess maglichst gut wiedergibt.

» m = 7 Messungen und n = 2 Variablen.

» Annahme: Es gibt eine Gerade, die alle Bedingungen erfullt:
» LGS

co+ci-0 = 3250
co+ci+1 = 3070
Cotci1-8 = 3900
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Beispiel: Uberbestimmtes LGS

» Matrixform:

A=(1111111)t
0123 4 6 8"

b = (3250 3070
* T ((31)'

“ Normalgleichung:
» minimiere den Fehler ||Ax — b||3
> AL A-x=At- b
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Beispiel: Uberbestimmtes LGS

Beispiel (Teil 2):
“ Normalgleichung:

atq — ( 7 24),,4% _ (24150)

24 130 87550

7 24 . Co — At — At _(24150)

(24 130) (61) A Ax = A'b = {g,cc
1038300

» Naherung flr Gewicht bei der Geburt: ¢, = o 3110

. . 33250
Wochentliche Zunahme: €L =05, = 100
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Beispiel: Uberbestimmtes LGS

» Naherung fur Gewicht bei der Geburt: ¢, = 1022200 ~ 3110
Waochentliche Zunahme: C4 = 32;5}0 ~ 100

tinWochen | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 6 | 8
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Beispiel: Uberbestimmtes LGS

® Vernachlassigung der Gewichtsabnahme in der ersten

Woche, d.h. Verzicht auf die erste Gleichung:

> co = 615800 ~ 3020, ¢, = 23700 ~ 116

204 204
tinWochen| 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 6 | 8
Gin Gramm 3250 3070 3200 3400 3650 3680 3900
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Beispiel: Normalgleichungen sind u.U. instabil

Beispiel:

1 1
A= (10‘4 0 ) mit rang(4) = 2.
0 104

“ Normalgleichung:

-8
AtA=(1+1O 1_8)
1 14+ 10
» achtstellige Dezimalarithmetik liefert:

det(rd(AtA)) = det (rd G 1) ) —0.
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Prinzip der SVD

Lineare Abbildung A: R" — R™:
> R* =N(A) D X = N(A) @ R(AY)
»R™=R(A) DY =R(A) G N(AY)

}Wéhle geeignete ONBen
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Prinzip der SVD

Lineare Abbildung A: R" — R™:
> R® =R(AY) @ N(A) = (Vy, e, Uy, Vi, o, V)
» R™"=R(4A) &P N(At) = (Uq,y ey Upy Uy 1y oee, Uy

N )
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Prinzip der SVD

Lineare Abbildung A: R" — R™:
> R® =R(AY) @ N(A) = (Vy, e, Uy, Vi, o, V)
» R™"=R(4A) &P N(At) = (Uq,y ey Upy Uy 1y oee, Uy
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Prinzip der SVD und Pseudoinversen
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Moore/Penrose
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Quelle: wikipedia

Eliakim Hastings Moore (1862-1932) Roger Penrosg
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Golub/Kahan/Reinsch

Quelle: wikipedia
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Anwendungen fur die SVD

O

LOosen von singularen, schlecht konditionierten,
unterbestimmten oder Uberbestimmten LGSen.

Matrixapproximation mit niedrigerem Rang
Bildkompression
Rauschunterdrickung

Finden von Konzepten oder Themen, Latent Semantic
Indexing (LSI)
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Beispiel: SVD

“ Beispiel: Was ist die SVD zu
2 2
— ?
4 [—1 1] '

AtA = (vztut)(uzvt) = vz2vt =

1. Berechne

5 3
3 5

mit Eigenvektoren [ﬂ und [_11] zu den Eigenwerten 8 und 2.

® Normierung: v{ = \/—15 [ﬂ und v, = \/—15 [_11]
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Beispiel: SVD

2. Berechne Av; = \/% [(2)] und Av, = \/ii [(1)] dh. u; = [(1)]

und Uy = [2]

3. Da Av; = 2V2u, ist, ist o; = 24/2 und analog g, = V2.

“ Die vollstandige SVD ist

-
2 21 _[1 0]|2v2 o||l= —=
[—1 1]‘[0 1”0 ﬁ]ﬁﬁ'
0 V2
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Satellit S;

Satellit S, E ? Satellit S,,,_1 Satellit S,
= g %OQ
% =~ & \&

\\\\ tz \\‘ III tm_l /,/,

] \\\\ * II /’// .
Zeitpunkt t;, zu o (%2,Y2,2,) P . Position (x;,v;,2;) |
dem Satellit S; das - von Satellit S; zum |
Signal sendet. 4 A ~ Zeitpunkt t;.

(X1, Y1, 21) (Xn Ym> Zm)

Zeitpunkt t, zu dem der GPS- | Position (x,y, z) vom GPS- |

Receiver die Signale empfangt. GPS Receiver Receiver zum Zeitpunkt t. |
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H

O

Der GPS-Receiver empfangt Signale von m Satelliten §;,

(1 =1,..,m.

Zeitpunkt t;, zu dem Satellit $; das Signal
sendet, ist

Position p; = (x;, y;, z;) von Satellit S; zum
Zeitpunkt t; ist dem GPS-Receiver

Zeitpunkt t, zu dem die Satelliten-Signale bel
GPS-Receiver empfangen werden, ist nur

Position p = (x,y,z) vom GPS-Receiver zum
Zeitpunkt t ist
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Beziehung zwischen den Grol3en

\/(x —x)+(y—y)?+(z—2)%? =c(t—t;),i=1,..,m,
mit der Lichtgeschwindigkeit c.

Da die Empfangszeit t sehr ungenau ist, wird ein clock-bias
b verwendet, d.h.

t=t—b,
wobei ¢ die gemessene Zeit ist.
n nichtlineare Gleichungen in den vier Unbekannten x,y, z, b
lp — p;ill, = c(E —t;) — cbh, i=1,.. m.
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Approximiere diese Gleichungen durch Minimierung von
m

0(x,y,2,b) = ) (Ip = pill, = e = t) + cb)?

1=1
= ) (i(xy,2,b)? = ) (i(w))’

Berechne Nullstelle der ersten Ableitung von () mit
dem Newton-Verfahren.

Problem: Berechnung der zweiten Ableitungen!
Linearisiere die Residuen r;(w)...

H
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Linearisiere die Residuen r;(w) = r;(x,y,z,b) an
einem Startwert (x°,y°,2% %) =:w?
T
r,(w) = r;(w®) +/r;(w®) - (w—w?)
mit dem Gradienten

X — X

Yy —JYi

Vr;(w) = — .

W ==, | 2-

cllp — pill2
Minimiere die linearisierte Zielfunktion Q mit Aw = w — w°
_ . T 2
Q(x,y,z,b) = 2 (rl-(wo) + Vri(wo) 'AW)
i=1
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Minimierung von Q(x, y, z, b) ist dann aquivalent zur
kleinsten-Quadrate LOsung des LGS

a, by ¢ dy Ax f1
a; by ¢ d; Ay | _ [ /2
: : : : Az :
Am bm Cn dp Ab fm

mit den Unbekannten x, y, z, b bzw.
Ax=x—xAy=y—y°Az=2—-2°Ab=b—bH°
und den bekannten Parameter f; := r;(w©) und

(a;, b;, ¢;, d;) = VTi(WO)T,i =1,..,m.

t . .
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Dies liefert eine verbesserte Lésung (x?, y1, z%, b?)

x! = x% 4+ Ax,

y' =y + 4y,
z! =20 + Az,
bt = b0 + Ab

... und iteriere dieses Vorgehen.

Dieses Vorgehen zum Minimieren der Summe von

Quadraten n-variater, nicht-linearer Funktionen heif3t
Gaul3-Newton-Verfahren.
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Beispiel: Gaul3-Newton-Verfahren

“ Dieses Vorgehen zum Minimieren der Summe von Quadraten n-variater,
nicht-linearer Funktionen f; € Cl,fi: R*"-> R i=1,..,m,

XERM XERN

1 m
min EZ(fi(x))z = min <—||F(x)||2> F:R" - R™,
i=1

heild3t Gaul3-Newton-Verfahren:

1. Linearisiere die zu minimierende nicht-lineare Funktion F = (fy, ..., fm)"
an einem Startwert x° € R"

Fo) = F(xO) + 1o () (x = 20),  Jo(x) = (i( )> —
i,j

)
(N J

2. ... T

aka Jacobi-Matrix
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.. heild3t Gaul3-Newton-Verfahren:

Linearisiere die zu minimierende nicht-lineare Funktion F = (f4, ..., f)!
an einem Startwert x° € R™ mit Ax = x — x°

F(x) = F(x°) + Jp(x°) - Ax,  Jp(x) = < Ji

Ox]

( )) = Rmxn.
LJj

LOse das so erhaltene Uberbestimmte lineare Gleichungssystem mit der
Methode der kleinsten Quadrate, d.h.

m

1, _ 1
i (51PN ) = i 5D () +69) -8

i=1

wird geldst mit den Normalgleichungen

~1
x =x0 — (],?(xo) g (xo)) JE(x°) - F(x).
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Beispiel: Gaul3-Newton-Verfahren

“ ... heilRt GauR-Newton-Verfahren:

2. Lose das so erhaltene Uberbestimmte LGS mit der Methode der
kleinsten Quadrate, d.h.

m

min (% ||F(x)||2) = min %z(F(xO) +]F(XO) .Ax)z

XERN XERN
i=1

wird geldst mit den Normalgleichungen

x = x0 = (F(x0) - Je(x®) ) JE(x*) - F(x°).
3. Damit ergibt sich der Gaul3-Newton-Schritt zur Schrittweite a;, > 0

xR+l = x* — ¢, ( T(x*) - ]F(xk)) JE(x*) - F(x*),k=0,1, ...

K . .
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.. heil3t Gaul3-Newton- bzw. Levenberg-Marquardt-Verfahren:

Damit ergibt sich der Gaul3-Newton-Schritt (GN-Schritt)
X4 = —  (JE () - Jp () - JE () - F(x9), ke = 0,1, .

Falls die Matrix JF(x*) - Jz(x*) € R™" singulér oder schlecht konditio-
niert ist, wahle den Levenberg-Marquardt-Schritt (LM-Schritt)

K = 5k — @ (JF(x9) - Jp (6 + Biekn) ™ - JF(x) - F(x¥)
mit der n X n Einheitsmatrix I,, und g, = 0.
Fur 8, = 0 reduziert sich der LM-Schritt zu einem GN-Schritt.
Fur B, > 0 reduziert sich der LM-Schritt zu einem Gradienten-Schritt.
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Beispiel: Levenberg-Marquardt

Quelle: jstor

{ @

Doland W. Marquardt 1929-1997

Kenneth Levenberg 1919-1973
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