Numerische Mathematik

§5 Interpolation
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Beispiel (Teil 1):
Verallgemeinerung der Fakultat auf reelle Zahlen:
[(x) = fooo e ttX1dt, x > —1 mit
'k)=k-T(k—1) =k!, k€N,.
Das Integral ist nicht geschlossen auswertbar.
Gesucht ist Ersatzfunktion p, die global auswertbar ist, mit

p(k) = k!.
k=x; O 1 2 3 4 5
k! 1 1 2 6 24 120

Gesucht z.B. T'(2.5) = 3.323 ...
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Beispiel: Interpolation der I'-Funktion

Beispiel (Teil 2):
» Furn = 4 ergibt sich das LGS:

1 0 0 O 0 / / 1
/1 1 1 1 1 \ \ 1\ 1

1 2 4 8 16 |- _| 5

1 3 9 27 81 6
\1 4 16 64 256 \ / \24 e
P o) =1-Ex+ 252 B3yt Y

» pe(x) ~1—37.45-x +86.138 - x? — 71.89583 - x3 +
27.99305 - x* —5.15416 - x> + 0.36805 - x°

w | Technik, Wirtschaft und Gestaltung Numerische Mathematik 85/ 3
G Prof. Dr. Georg Umlauf



Newton-Schema (Steigungsschema)

Regel

Koeffizienten | Cy || Cq

Stiitz- fii = u
stellen  Werte Xi — Xj

XO y():fo @
D J10
X1 yl =fi O
3 J21
xz y2:f2 O
D f32
X3 y3=f3 O
D Ja3
X4 Y4 =1s e
____________ @ fs4
Xn-1 :Vn—1=éii::§%
fn,n—l
Xn yn:fn
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Newton-Schema (Steigungsschema)

Koeffizienten | Cy || Cq Regel fi—f
i Jj

Stutz- f = —
l
stellen  Werte ! Xi — Xj
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Newton-Schema (Steigungsschema)

Koeffizienten ¢y || ¢y || 3 Regel:
: fij+1 = fi-1.j
Stutz- fl] _
stellen  Werte X; — X;
xO y() fo
X1 ath f f210 /
21 3210
X2| Yo7k f f321 /
32 4321
X3 V37 f fa32 f
43 5432
X4 Va=ra [~ .
: S fsa .
: \\\\\~ / fnn—3
.X'n—l yn—l = fn-1 /fn,n—l,n—
fn,n—l
xn yn: fn
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Newton-Schema (Steigungsschema)

Koeffizienten

€1

Co

C3

Regel:

fi...j+1 R fi—1...j

Stiitz- fi.j=
stellen  Werte Xi — Xj
X0 Yo= fo
= fio
X2 | | Y2=r
X3 | |Y3=/
Xn—1|[Yn—1=fa
le,Tl—
Xn In=rh
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Newton-Schema (Steigungsschema)

Koeffizienten C1 || C2 || C3 Cn
Stutz-
stellen  Werte
X0 Yo=/o
X1 Y1i=h f210
_ f 21 f3210
X2 Y2=12 f321
_ f32 fa321
X3 Y3=1s f fa32 f
43 5432
X4 Y4 = s fsaz[ . :
. s =
Xn-11||Yn-1= o /fn,n—l,n—z
fn,n—l
xn ynz fn
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Beispiel: Interpolation der I'-Funktion

Beispiel (Teil 3): Newton-Form
» Bestimme p5 fur x, = k, y;, = k!

X y
Ok / /
> 1/2 > 1/3

>1
2 . > 32

W IN -
DN

»p3(x) =1 +%x(x - 1) +§x(x — 1) (x —2)
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Beispiel: Interpolation der I'-Funktion

Beispiel (Teil 3): Newton-Form
» Bestimme p, fur x, = k, y;, = k!

Xk 3’1%0 i
0 1 > / / /
1 1 J 1 > 1/2

22>y ~ 3/2 > 11/6

4 24 - 18

».(x) =1 +%x(x —1) +§x(x —1D(x—2)
+x(x — D (x — 2)(x — 3)
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Beispiel: Interpolation der I'-Funktion

Beispiel (Teil 4): g i
» Beobachtung:

p 4 approximiert I' Gber 2|
[0,4] besser als pg.

‘| x! = (x+1)
|

\ /4%(")
Nl
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Beispiel: Runge-Funktion

1
1+25-x2"’

Runge-Funktion: f(x) = x € |-5,5].

Interpolant vom Grad 6 Interpolant vom Grad 8

21

r T T T T D T T T T 1
4 08 -WOA 02 02 0.4\7' 08 1
b
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Beispiel: Runge-Funktion

: 1
Runge-Funktion: f(x) = X € |—5,5].
Interpolant vom Grad 15 Interpolant vom Grad 30

I T T T T 0 T T T T 1
4 togd 0B 04 02 02 04 08 Y . ; . —
44/ 08 w08 04 02
b
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Satze von Faber und Marcinkiewicz

HT

w

/Frage: Unter welchen Bedingungen konvergiert fir eine
Funktion f € Cla, b]
und eine

neN
[Folge von Stiitzstellen (x.("))_ € [a, b]]

mit

lim max

n—oo

a= x(gn) < xin) - < x,(ln) = b,
b

(n) m)| _
i+1 — X |_0

die Folge von Interpolationspolynomen (p,,),, < I1,, mit

 (47) =1 (7). 40.

auf [a, b] gegen f, d.h.

Hochschule Konstanz
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lim max |f(x) —pp(x)| =07

\ n—o x€|a,b]

(SB)

(IP)
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Satze von Faber und Marcinkiewicz

(satz von Faber*: Fur jede

neN

[Folge von Stiitzstellen (xi(")) € [a, b] ]

i=0,...n

mit (SB) gibt es eine

Funktion f € CJa, b],
so dass die Folge von Interpolationspolynomen (p,,),, mit (IP) auf
_ [a,b] NICHT (gleichmaRig) GEGEN f KONVERGIERT.

( Satz von Marcinkiewicz*: Fur jede
Funktion f € Cla, b]
gibt es eine

neN
[Folge von Stiitzstellen (xi(")) € [a, b]]
i=0,...,n

mit (SB), so dass die Folge von Interpolationspolynomen (p,,),, mit
(IP) auf [a, b] (gleichmalig) GEGEN f KONVERGIERT.

Aber: Konstruktion dieser xi(") IST NICHT bekannt.
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w
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Georg Faber, 1877-1966

Joézef Marcinkiewicz, 1910-1940




Beispiel: Naturlicher Spline

Quelle: wikipedia
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Beispiel: Kubische Splines

Beispiel:

Gesucht: kubische Spline-Funktion durch die Stutzstellen
(0,0), (1,1/2), (2,2), (3,3/2)

Losung:n=3,h=1

a Pay=0,a,=1/2,a,=2,a3=3/2.

C) P cy=0,c3=0.

2 > (1 3)(0)=3(2)

>C1:6/5, C2:_9/5.
b3) » dy =2/5 dy=-1, d,=3/5.

H
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Beispiel: Kubische Splines

> so(x) = %x?’ +1—10x, x € [0,1]

500 =-@ -1+ -2 +=(x—1D+-,x€[12

S, (x) =§(x—2)3 —g(x—Z)2 +1—70(x—2)+2, x € [2,3]
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