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Beispiel: Taylor-Polynom

Beispiel 1:
 Gesucht ist das Taylor-Polynom zweiten Grades von

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥𝑦2 sin 𝑧

am Entwicklungspunkt 𝑥0 = (1,2,0)𝑡 .

►𝐷 = ℝ3, 𝐵(𝑥0, 𝑟) mit beliebig großem 𝑟.

►Verwende die Abkürzungen 𝜕𝑥 ≔
𝜕

𝜕𝑥
, 𝜕𝑦 ≔

𝜕

𝜕𝑦
usw. folgt

𝑥 − 𝑥0
𝑡
𝛻 = 𝑥 − 1 𝜕𝑥 + 𝑦 − 2 𝜕𝑦 + 𝑧𝜕𝑧

𝑥 − 𝑥0
𝑡
𝛻

2
= (𝑥 − 1)2𝜕𝑥𝑥 + (𝑦 − 2)2𝜕𝑦𝑦 + 𝑧2𝜕𝑧𝑧

+2 𝑥 − 1 𝑦 − 2 𝜕𝑥𝑦 + 2 𝑥 − 1 𝑧𝜕𝑥𝑧
+2 𝑦 − 2 𝑧𝜕𝑦𝑧.
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Beispiel: Taylor-Polynom

Beispiel 1:

►Benötigte partielle 

Ableitungen:

Ableitung Auswertung in 

𝒙𝟎 = (𝟏, 𝟐, 𝟎)𝒕

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦2 sin 𝑧 0

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2 sin 𝑧 0

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥𝑦 sin 𝑧 0

𝑓𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦2 cos 𝑧 4

𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 0

𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑦 sin 𝑧 0

𝑓𝑥𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2 cos 𝑧 4

𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥 sin 𝑧 0

𝑓𝑦𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥𝑦 cos 𝑧 4

𝑓𝑧𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑥𝑦2 sin 𝑧 0
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Beispiel: Taylor-Polynom

Beispiel 1:

►𝑇2,𝑥0 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0 +
1

1!
𝑥 − 1 ∙ 0 + 𝑦 − 2 ∙ 0 + 𝑧 ∙ 4

+
1

2!
[ 𝑥 − 1 2 ∙ 0 + 𝑦 − 2 2 ∙ 0 + 𝑧2 ∙ 0

+ 2 𝑥 − 1 𝑦 − 2 ∙ 0 + 2 𝑥 − 1 𝑧 ∙ 4

+ 2 𝑦 − 2 𝑧 ∙ 4]

= 4𝑧 𝑥 + 𝑦 − 2 .
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Beispiel: Taylor-Polynom

Beispiel 2:

 Gesucht ist das Taylor-Polynom zweiten Grades und das 

Restglied von

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑒𝑥𝑦

am Entwicklungspunkt 𝑥0, 𝑦0 .

►𝐷 = ℝ2, 𝐵(𝑥0, 𝑟) mit beliebig großem 𝑟.

►Benötigte partielle Ableitungen:

Ableitung

𝑓𝑥 = 𝑦𝑒𝑥𝑦 𝑓𝑦𝑦 = 𝑥2𝑒𝑥𝑦 𝑓𝑦𝑦𝑦 = 𝑥3𝑒𝑥𝑦

𝑓𝑦 = 𝑥𝑒𝑥𝑦 𝑓𝑥𝑦 = (1 + 𝑥𝑦)𝑒𝑥𝑦 𝑓𝑥𝑥𝑦 = (2𝑦 + 𝑥𝑦2)𝑒𝑥𝑦

𝑓𝑥𝑥 = 𝑦2𝑒𝑥𝑦 𝑓𝑥𝑥𝑥 = 𝑦3𝑒𝑥𝑦 𝑓𝑥𝑦𝑦 = (2𝑥 + 𝑥2𝑦)𝑒𝑥𝑦
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Beispiel: Taylor-Polynom

Beispiel 2:

 Abkürzung: ҧ𝑥 = 𝑥0 + 𝑡 𝑥 − 𝑥0 , ത𝑦 = 𝑦0 + 𝑡 𝑦 − 𝑦0 , 𝑡 ∈ 0,1 .

►𝑒𝑥𝑦 = 𝑒𝑥0𝑦0{[1 + 𝑦0 𝑥 − 𝑥0 + 𝑥0 𝑦 − 𝑦0 ]}

+
1

2!
[𝑦0

2 𝑥 − 𝑥0
2 + 𝑥0

2 𝑦 − 𝑦0
2

+2 1 + 𝑥0𝑦0 (𝑥 − 𝑥0)(𝑦 − 𝑦0]}

+
1

3!
𝑒 ҧ𝑥 ത𝑦[ ത𝑦3 𝑥 − 𝑥0

3

+3 2ത𝑦 + ҧ𝑥 ത𝑦2 𝑥 − 𝑥0
2(𝑦 − 𝑦0)

+3 2 ҧ𝑥 + ҧ𝑥2 ത𝑦 𝑥 − 𝑥0 𝑦 − 𝑦0
2

+ ҧ𝑥3 𝑦 − 𝑦0
3].
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Beispiel 3:

Gesucht: Taylor-Polynom von 𝑒𝑥 auf [0,1] vom Grad 𝑛 in 𝑥0 = 0.

Lösung: 𝑓(𝑘) 𝑥 = 𝑒𝑥 ⇨ 𝑓(𝑘) 0 = 1, 𝑘 ∈ ℕ.

► 𝑇𝑛,0 𝑥 = σ𝑘=0
𝑛 1

𝑘!
𝑥𝑘 .

► Restglied: Für 𝑓 𝑛+1 (𝑢) = 𝑒𝑢 auf [0,1] gilt

1 ≤ 𝑒𝑢 ≤ 3 und 0 ≤ 𝑥𝑛+1 ≤ 1.

► 𝑅𝑛,0 𝑥 =
𝑓(𝑛+1)(𝑢)

𝑛+1 !
𝑥𝑛+1 ≤

3

𝑛+1 !
.

► Für 𝑛 = 10 gilt also 𝑅10,0 ≤
3

11!
= 7.5 ⋅ 10−8 < 5 ⋅ 10−7,

d.h. 𝑇10 approximiert auf 6 Stellen genau. 
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► Verdopplung von (𝑥 − 𝑥0) bzw. 𝑥 führ zu Vergrößerung von 𝑅𝑛
um das 2𝑛+1-fache.

► 𝑒𝑥 auf [0,2]: 1 ≤ 𝑒𝑢 ≤ 𝑒2 ≤ 8 und 0 ≤ 𝑥𝑛+1 ≤ 2𝑛+1

► 𝑅𝑛,0 𝑥 ≤ 8
2𝑛+1

𝑛+1 !
.

► 𝑛 = 10: 𝑅10,0 ≤ 8
211

11!
= 0.00041, d.h. 𝑇10 approximiert auf 3 

Stellen genau. 

► Nur in der Nähe des Entwicklungspunktes approximiert 𝑇𝑛 gut.
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Beispiel 4: 𝑛 = 1, Ausgleichsgerade 𝑝1 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥

►
𝑁 ∙ 𝑎0 + σ𝑥𝑘 ∙ 𝑎1 = σ 𝑦𝑘

σ𝑥𝑘 ∙ 𝑎0 + σ𝑥𝑘
2 ∙ 𝑎1 = σ𝑥𝑘𝑦𝑘

Beispiel 5: 𝑛 = 2, Ausgleichsparabel 𝑝2 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2

►

𝑁 ∙ 𝑎0 + σ𝑥𝑘 ∙ 𝑎1 + σ𝑥𝑘
2 ∙ 𝑎2 = σ 𝑦𝑘

σ𝑥𝑘 ∙ 𝑎0 + σ𝑥𝑘
2 ∙ 𝑎1 + σ𝑥𝑘

3 ∙ 𝑎2

σ𝑥𝑘
2 ∙ 𝑎0 + σ𝑥𝑘

3 ∙ 𝑎1 + σ𝑥𝑘
4 ∙ 𝑎2

=
=

σ𝑥𝑘𝑦𝑘
σ𝑥𝑘

2 𝑦𝑘
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Beispiel 6: 𝑛 = 3, approximiere die Funktion 𝑦 = sinh 𝑥 mit 

einem kubischen Polynom an den Stellen

0,0 , (±1,±sinh 1), ±2,± sinh 𝑥 .

► 𝑥1 = −2, 𝑥2= −1, 𝑥3 = 0, 𝑥4 = 1, 𝑥5 = 2.

► σ𝑥𝑖 = 0, σ 𝑥𝑖
2 = 10,

σ𝑥𝑖
3 = 0, σ 𝑥𝑖

4 = 34,

σ𝑥𝑖
5 = 0, σ 𝑥𝑖

6 = 130, 

σ𝑦𝑖 = 0, σ𝑥𝑖 𝑦𝑖= 16.8578,

σ𝑥𝑖
2𝑦𝑖 = 0 , σ 𝑥𝑖

3𝑦𝑖 = 60.3802. 
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►

5 0 10 0
0
10

10
0

0 34
34 0

0 34 0 130

∙

𝑎0
𝑎1
𝑎2
𝑎3

=

0
16.8578

0
60.3802

► 𝑝3 𝑥 = 0.96242 𝑥 + 0.21276 𝑥3.

► 𝑝3 approximiert sinh 𝑥 in [−2,2] recht gut, aber 

außerhalb schlecht.
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