Numerische Mathematik
§6 Approximation

Prof. Dr. Georg Umlauf



Beispiel 1:
Gesucht ist das Taylor-Polynom zweiten Grades von
f(x,y,z) = xy?sinz
am Entwicklungspunkt x° = (1,2,0)%.
D = R3, B(x°,7) mit beliebig groBem .

Verwende die Abklrzungen d, ke 6 aay usw. folgt

_(x — xo)tV_ =(x—-1)0, + (y — Z)Hy + z0,
: 12
(x —x°)' V| = (x = 1?0y + (v — 2)20,, + 2%0,,
+2(x — 1)y — 2)0yy + 2(x — 1)z0,,
+2(y — 2)z0,,.
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Beispiel: Taylor-Polynom

Cowteranae T BTaT
» Benotigte partielle

Ableitungen:
fr(x,y,2) = y*sinz 0
Hyz)=2xysinz 0
f(x,y,2z) = xy*? cosz 4
fayn=0 0
fry(%,¥,2) = 2ysinz 0
fay)=ytcsz 4
fyy(X,y,z) = 2xsinz 0
Fewys)=2ycosz 4
frz(x,y,2) = —xy*sinz 0
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Beispiel: Taylor-Polynom

Beispiel 1:
> Ty0(,y,2) =0+ [(x—1)-0+(y—2)-0+2z-4]

+%.[(x—1)2-0+(y—2)2-O+ZZ-O
+2x—-1D)(y—-2)-0+2(x—1)z-4
+ 2(y — 2)z - 4]
=4z(x +y—2).
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Beispiel: Taylor-Polynom

Beispiel 2:

® Gesucht ist das Taylor-Polynom zweiten Grades und das
Restglied von

flx,y) =e*”
am Entwicklungspunkt (xq, yo).
» D = R?, B(x° 1) mit beliebig groRem 7.
» Benotigte partielle Ableitungen:

fe=ye™  fiy =xte™ fyyy = x7e™
fy = xe™” fxy = (1 +xy)e™” fxxy = (2y + xyz)exy
fix = Y% foxx =ye™ fayy = (2x + x%y)e*¥
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Beispiel: Taylor-Polynom

Beispiel 2:
“ Abkirzung: x = xy + t(x — xg), ¥y = yo + t(y — yy), t € (0,1).
erV = e*0Yo{[1 + yo(x — x0) + x0(y — yo)]}
+ - [Y3(x — x0)% + x2(y — y0)?
+2(1 + x0Y0) (x — x%0) (Y — Yol}
+ e [73(x — x0)?
+3(25 + £7%)(x — %0)*(y — ¥o)
+3(2% + 2%7) (x — x0) (y — ¥0)?
+3°(y — ¥0)°].
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Beispiel: Taylor-Polynom

Beispiel 3:
Gesucht: Taylor-Polynom von e* auf [0,1] vom Grad n in x° = 0.
Lésung: fF)(x) = e* - f®(0) =1k €N.
1
> Tn,O(x) = 2=Oaxk'

» Restglied: Fur f ™D () = e% auf [0,1] gilt
1<e*<3 und 0<x™1<1,

f(n+1)(u) xn+1 < 3
(n+1)! - (n+1)"

> |Rn,0 (x)| =

> Furn =10 gilt also [Rygo| <~ =7.5-107 <5-1077,
d.h. T; o approximiert auf 6 Stellen genau.
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Beispiel: Taylor-Polynom

» Verdopplung von (x — x%) bzw. x filhr zu VergréRerung von R,,
um das 2™*1-fache.

» eXauf[0,2]: 1 <e% <e?<8und0 < x"t! < 2ntd

2n+1
11
> n=10: |Rygo| < 82— = 0.00041, d.h. Ty, approximiert auf 3

Stellen genau.
» Nur in der Nahe des Entwicklungspunktes approximiert T,, gut.
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Beispiel: Ausgleichspolynom

Beispiel 4: n = 1, Ausgleichsgerade p,(x) = ay + a;x

N-ag+Qxx) a4 = 2 Vi
(Zxk) ao+(2xk) a; = XXV

Beispiel 5: n = 2, Ausgleichsparabel p,(x) = ay + a;x + a,x?

N-a0+(2xk)-a1+(2x,%)-a2 = X Yk
> (Xxg)-agt (ZXI%)'CH + (leé) Ay = X XYk
(le%)'ao‘l'(lei)'%"‘(in?)‘az Y Xi; Vi
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Beispiel: Ausgleichspolynom

Beispiel 6: n = 3, approximiere die Funktion y = sinh x mit

vy

einem kubischen Polynom an den Stellen
(0,0), (£1, £sinh 1), (£2, + sinh x).

X1 =—-2,x,=—1,x3=0,x, =1, x5 = 2.
Yx; =0, Yxf =10,
Yxi =0, Yx} =34
x? =0, Yx? =130,
Yv; =0, Xx; y;=16.8578,
Yx?y; =0, Yxy; =60.3802.
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Beispiel: Ausgleichspolynom

5 0 10 O Ao 0

> 0 10 0 34| (a1]|_|[ 16.8578
10 0 34 O a, 0
0 34 0 130 as 60.3802

»  pa(x) =0.96242 x + 0.21276 x3.

»  p3 approximiert sinh x in [—2,2] recht gut, aber
auf3erhalb schlecht.
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Beispiel: Ausgleichspolynom

12 T T T

f(x) = sinh(x)

f(x) = 0.96242x+0.21276X 3 -------
f(x) = x+(x"3)/(3!) --------

f(X)
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